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AGENDA

−Das logische Quadrat
−Der Quantorendreher
−PL-Tableaux

• Universelle Spezialisierung
• Existentielle Spezialisierung
• Durchtauschen
• Beispiele
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DIE KATEGORISCHEN URTEILE IN PL

Name Funktion Normalsprachlich
a-Urteil Universell bejahendes Urteil Alle Katzen sind süß.
e-Urteil Universell verneinendes Urteil Keine Katze ist süß.
i-Urteil Partikulär bejahendes Urteil Einige Katzen sind süß.
o-Urteil Partikulär verneinendes Urteil Nicht alle Katzen sind 

süß.
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Abkürzungsverzeichnis:

Kx: x ist-eine-Katze
Sx: x ist-süß

bejahend → affirmo.
verneinend → nego.

Prädikatenlogisch
Ɐx (Kx → Sx)

~x (Kx ∧ Sx)
x (Kx ∧ Sx)

~Ɐx (Kx → Sx)



S. 103, NR. 1

Abkürzungsverzeichnis: 
Fx: x ist-ein-Schwan
Gx: x ist-weiß
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Normalsprachlich
[1] Alle Schwäne sind weiß.
[2] Einige Schwäne sind nicht weiß.
[3] Einige Schwäne sind weiß.
[4] Kein Schwan ist weiß.

Prädikatenlogisch
Ɐx (Fx → Gx)
x (Fx ∧ ~Gx)
x (Fx ∧ Gx)

~x (Fx ∧ Gx)

Vorführender
Präsentationsnotizen
4. Auflage: S. 95



DAS LOGISCHE QUADRAT NACH
ARISTOTELES
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kontradiktorisch

konträr

subkonträr

impliziert impliziert

Alle S sind P.

Einige S 
sind P. Einige S sind nicht P.

Kein S ist P.

Kontradiktorisch Zwei Behauptungen können weder zusammen wahr noch falsch sein.
Konträr Zwei Behauptungen können nicht zusammen wahr sein (aber zusammen falsch).
Subkontär Zwei Behauptungen können nicht zusammen falsch sein (aber zusammen wahr).
Implikation Wenn eine Behauptung wahr ist, dann muss die andere Behauptung auch wahr sein.

Vorführender
Präsentationsnotizen
Aristoteles selbst hat dieses Quadrat nicht erfunden. Es taucht in der Literatur als erstes im zweiten Jahrhundert nach Christus auf.
Das logische Quadrat für einfache Prädikate gilt genau dann, wenn der Redebereich nicht-leer ist! In inklusiver freier Logik beispielsweise gilt dieses logische Quadrat nicht.



ZU TIEF INS GLAS GESCHAUT? DAS
LOGISCHE QUADRAT IN DER KNEIPE

16.01.2023 Vitus Schäfftlein 6

kontradiktorisch

konträr

subkonträr

impliziert impliziert

Alles Bier ist im Glas.

Etwas Bier ist im Glas. Etwas Bier ist nicht im Glas.

Kein Bier ist im Glas.

Kontradiktorisch Zwei Behauptungen können weder zusammen wahr noch falsch sein.
Konträr Zwei Behauptungen können nicht zusammen wahr sein (aber zusammen falsch).
Subkontär Zwei Behauptungen können nicht zusammen falsch sein (aber zusammen wahr).
Implikation Wenn eine Behauptung wahr ist, dann muss die andere Behauptung auch wahr sein.

Vorführender
Präsentationsnotizen
Aristoteles selbst hat dieses Quadrat nicht erfunden. Es taucht in der Literatur als erstes im zweiten Jahrhundert nach Christus auf.
Das logische Quadrat für einfache Prädikate gilt genau dann, wenn der Redebereich nicht-leer ist! In inklusiver freier Logik beispielsweise gilt dieses logische Quadrat nicht.



S. 84, NR. 5

Bringen Sie die folgenden Sätze in einem logischen Quadrat 
unter und erklären Sie die logischen Beziehungen zwischen 
den Sätzen im Einzelnen. 
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[1] „Mein Bierglas ist voll.“ [5] „In meinem Bierglas ist nichts 
mehr drin.“ 

[2] „In meinem Bierglas ist 
noch etwas drin.“ 

[6] „Mein Bierglas ist schon etwas 
leer.“ 

[3] „Mein Bierglas ist nicht 
mehr voll.“ 

[7] „Mein Bierglas ist noch kein 
bisschen leer.“ 

[4] „Mein Bierglas ist leer.“ [8] „Mein Bierglas ist kein bisschen 
mehr voll.“

Vorführender
Präsentationsnotizen
Hierbei handelt es sich um einen modus tollendo tollens!



S. 84, NR. 5 – LÖSUNG
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kontradiktorisch

konträr

subkonträr

impliziert impliziert

[1] Mein Bierglas ist voll.
[7] Mein Bierglas ist noch 
kein bisschen leer.

[2] In meinem 
Bierglas ist noch 
etwas drin.

[3] Mein Bierglas ist 
nicht mehr voll.
[6] Mein Bierglas ist 
schon etwas leer.

[4] Mein Bierglas ist leer.
[5] In meinem Bierglas ist 
nichts mehr drin.
[8] Mein Bierglas ist kein 
bisschen mehr voll.

Vorführender
Präsentationsnotizen
Aristoteles selbst hat dieses Quadrat nicht erfunden. Es taucht in der Literatur als erstes im zweiten Jahrhundert nach Christus auf.
Das logische Quadrat für einfache Prädikate gilt genau dann, wenn der Redebereich nicht-leer ist! In inklusiver freier Logik beispielsweise gilt dieses logische Quadrat nicht.



DAS LOGISCHE QUADRAT IN DER
PRÄDIKATENLOGIK – EIN GEGENBEWEIS I

Beweisziel: Aristoteles‘ Urteile bilden kein logisches Quadrat in PL.
Beweisstrategie:
−Wenn Aristoteles‘ Urteile in PL ein logisches Quadrat bilden, 

impliziert das a-Urteil das i-Urteil
−Das würde formal heißen: {Ɐx (Fx → Gx)}  x (Fx ∧ Gx)
−Man kann aber zeigen, dass {Ɐx (Fx → Gx)}  x (Fx ∧ Gx)
−Also bilden Aristoteles‘ Urteile in PL kein logisches Quadrat! 

→ zu zeigen: {Ɐx (Fx → Gx)}  x (Fx ∧ Gx)
Durch Definition von „“: Es gibt ein M und ein v, sodass 

M v Ɐx (Fx → Gx), aber M v x (Fx ∧ Gx)
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Hierbei handelt es sich um einen modus tollendo tollens!



DAS LOGISCHE QUADRAT IN DER
PRÄDIKATENLOGIK – EIN GEGENBEWEIS II

zu zeigen: Es gibt ein M und ein v, sodass 
M v Ɐx (Fx → Gx), aber M v x (Fx ∧ Gx)

Gegenmodell: M = ⟨D, I⟩ mit
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D = {Klaus, Bernd} v(x) = Klaus v(y) = Bernd
I(F) = {} I(G) = {} M  Fx → Gx
M  Fx M  Gx M  Fy → Gy
M  Fy M  Gy M  Fx ∧ Gx
M  Ɐx (Fx → Gx) M  x (Fx ∧ Gx)

q. e. d.

Gegenmodelle sind 
nur möglich, weil 
leere Extensionen 

erlaubt sind!



DAS LOGISCHE QUADRAT IN DER
PRÄDIKATENLOGIK?
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kontradiktorisch

Aristoteles‘ Urteile ergeben genau dann ein logisches Quadrat, wenn 
Prädikate mit leeren Extensionen ausgeschlossen sind. Aristoteles‘ 
Logik tut das, PL aber nicht. Deshalb gibt es in PL kein logisches 
Quadrat für Aristoteles‘ Urteile! 

Ɐx (Fx → Gx)

x (Fx ∧ Gx) ~Ɐx (Fx → Gx)

~x (Fx ∧ Gx)Alle S sind P.

Einige S sind P.

Kein S ist P.

Einige S sind nicht P.

Vorführender
Präsentationsnotizen
Das logische Quadrat gilt in PL nur für atomare Formeln, deren Individuenkonstanten mit Quantoren gebunden wurden! Das ist auf George Boolos‘ Forderung, dass nur A- und I-Urteile Existential Import besitzen sollen, zurückzuführen. Für uns bedeutet das: Es gibt Prädikate, die leere Extensionen haben! Beispiel: x ist-ein-Einhorn



DAS LOGISCHE QUADRAT IN PL (EIN
PRÄDIKAT)
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kontradiktorisch

konträr

subkonträr

impliziert impliziert

Ɐx Fx

x Fx ~Ɐx Fx

~x Fx

→ Da der Redebereich in PL nach Klausel 1 mindestens ein 
Element enthalten muss, ergibt sich ein logisches Quadrat für 

Quantorenformeln, die eine atomare Formel binden!



DER QUANTORENDREHER

Formel Ɐxy Rxy yⱯx Rxy

Formal übersetzt Für alle x gibt es mindestens ein y, 
sodass x in Relation zu y steht.

Es gibt mindestens ein y, sodass für 
alle x gilt: x steht in Relation zu y.

Normalsprachlich Alle mögen jemanden. Es gibt jemanden, den alle mögen.
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Ralph

TimHeinrich

Bernd

Bernd

Ralph

TimHeinrich

Rxy: x mag y, D = {Bernd, Ralph, Tim, Heinrich} 

→ „yⱯx Rxy“ impliziert „Ɐxy Rxy“, aber nicht andersherum!

Vorführender
Präsentationsnotizen
Formale Übersetzung: Nie hinschreiben, nur denken!

Ɐy∃x Rxy: Alle werden von jemandem gemocht.
∃xⱯy Rxy: Jemand mag alle.

Bei zwei hintereinander auftretenden Quantoren derselben Form (All- oder Existenzquantor) ist die Reihenfolge egal. 
ⱯxⱯy Rxy gdw ⱯyⱯx Rxy 
∃x∃y Rxy gdw ∃y∃x Rxy 





PL-TABLEAUX

PL-Tableaux
−funktionieren analog zu AL-Tableaux:

• Funktionsweise → indirekter Beweis
• Ablauf: Beweisziel, Regeln anwenden, Kreuze suchen, …
• Schluss- vs. Formel-Tableaux
• Regeln zum Auflösen der Junktoren

−Haben drei zusätzliche Regeln:
• Durchtauschen von Quantoren
• Existentielle Spezialisierung
• Universelle Spezialisierung
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EXISTENTIELLE SPEZIALISIERUNG (ES)
Die existentielle Spezialisierung
−Erlaubt, den Existenzquantor einer Formel aufzulösen
−Fußt auf dieser Idee: 

• Wir deuten den Existenzquantor als „für mindestens ein Ding gilt:“
• Wenn etwas aber für mindestens einen Gegenstand im Redebereich 

gilt, dann gilt es für einen nicht weiter bestimmten Gegenstand
−Funktioniert so:

• Man löscht den aufzulösenden Existenzquantor samt 
danebenstehender Variable

• Man ersetzt alle vom Existenzquantor gebundenen Variablen durch 
eine Variable, die auf dem Ast noch nicht ungebunden vorkam (ggf. 
durch dieselbe)
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EXISTENTIELLE SPEZIALISIERUNG -
BEISPIELE

x Fx x (Fx ∧ Gx) xⱯy (Fx → Gy)
| | |
Fx Fx ∧ Gx Ɐy (Fx → Gy)
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xy (Fx v Gy)
|

y (Fx v Gy)
|

Fx v Gy Hier y, weil x bereits auf dem 
Ast ungebundenvorkommt!



UNIVERSELLE SPEZIALISIERUNG (US)

Die universelle Spezialisierung 
−Erlaubt, den Allquantor einer Formel aufzulösen
−Fußt auf dieser Idee: 

• Wir deuten den Allquantor als „für alle Dinge gilt:“
• Wenn etwas aber für alle Gegenstände im Redebereich gilt, 

dann gilt es für einen beliebigen Gegenstand – egal, welchen
−Funktioniert so:

• Man löscht den aufzulösenden Allquantor samt 
danebenstehender Variable

• Man ersetzt alle vom Allquantor gebundenen Variablen durch 
eine beliebige Variable (und ggf. durch dieselbe)
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Im Idealfall will man in diejenigen Konstanten hineinspezialisieren, die bereits im Ast vorkamen!



UNIVERSELLE SPEZIALISIERUNG -
BEISPIELE

Ɐx Fx
|
Fx
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ⱯxⱯy (Fx v Gy)
|

Ɐy (Fx v Gy)
|

Fx v Gx
Hier x oder y, weil man in jede 
Variable spezialisieren kann!

Ɐx (Fx ∧ Gx)
|

Fx ∧ Gx



DURCHTAUSCHEN (DT)

Durchtauschen
−Erlaubt, jede Formel mit Allquantor durch eine Formel 
mit Existenzquantor zu ersetzen (und andersherum)

−Benötigen wir, um Formeln, die mit „~Ɐ“ oder „~“ 
anfangen, auflösen zu können → DT + US/ES

−Fußt auf folgenden Gedanken:
• „nicht alle“ bedeutet „mindestens einer nicht“
• „keiner“ bedeutet „alle nicht“
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DURCHTAUSCHEN – BEISPIELE

~Ɐxyz Rxyz
|

xyz~ Rxyz
|

yz~ Rxyz
|

z~ Rxyz
|

~ Rxyz
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~Ɐx Fx
|

x~ Fx
|

~Fx

~x (Fx ∧ Gx)
|

Ɐx~ (Fx ∧ Gx)
|

~(Fx ∧ Gx)

~Ɐxy (Fx v Gy)
|

x~y (Fx v Gy)
|

~y (Fx v Gy)
|

Ɐy~ (Fx v Gy)
|

~(Fx v Gx)



DIE TABLEAU-METHODE: STRATEGIEN
Pflicht:

− So kleinschrittig wie eben möglich vorgehen

− Kreuze machen, sobald sich ein Widerspruch zwischen zwei wffs auf demselben Ast ergibt

− Formeln, die mit „~Ɐ“ oder „~“ anfangen, durchtauschen

− Existentielle Spezialisierung immer in eine Variable, die noch nicht ungebunden auf dem Ast 
vorkommt

Dringende Empfehlungen:

− Erst diejenigen Formeln auflösen, für deren Auflösung man keine Fallunterscheidung 
benötigt

− US immer in bereits vorhandene Variable (falls möglich)

− Erst alle existentiellen Spezialisierungen, dann die universellen

− Negieren von Formeln, die nicht mit Negation oder Quantor beginnen: Klammern vorne und 
hinten!

− Jede aufgelöste Formel abhaken (bspw. mit „✔“)

Vorführender
Präsentationsnotizen
Wenn das erste Zeichen der zu negierenden Formel die Tilde ist, schreibt man davor einfach noch eine zweite Tilde – ganz ohne Klammer.




DIE TABLEAU-METHODE: MODUS
BARBARA

Aufgabe: Beweist mithilfe der Tableau-Methode die 
Gültigkeit des Barbara-Schlusses aus der aristotelischen 

Syllogistik. 
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DIE TABLEAU-METHODE: MODUS
BARBARA - BEISPIEL

Bar- P1 Alle Lebewesen sind sterblich.
bar- P2 Alle Menschen sind Lebewesen.

____________________________
a K Alle Menschen sind sterblich.
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∀x (Fx → Gx)
∀x (Hx → Fx)
___________
∀x (Hx → Gx)

Abkürzungsverzeichnis:
Fx: x ist-ein-Lebewesen       Hx: x ist-ein-Mensch 
Gx: x ist-sterblich
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zz: {∀x (Fx → Gx), ∀x (Hx → Fx)}  ∀x (Hx → Gx)

q.e.d.



DIE TABLEAUMETHODE: 
BÄRENSCHLUSS – BEISPIEL

Alle Bären sind pelzig.
Ned ist ein Bär.
______________

Also ist Ned pelzig.
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Ɐy (By → Py)
Bx
______________

Px

Abkürzungsverzeichnis:
Bx: x ist-ein-Bär          v(x) = Ned
Px: x ist-pelzig
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zz: {Ɐy (By → Py), Bx}  Px

q.e.d.



TABLEAUX – AUFGABE I

Aufgabe: Beweist bis zur nächsten Sitzung mithilfe eines 
PL-Tableaus die Problematik des Quantorendrehers, 
indem ihr zeigt, dass die in Frage stehenden Formeln 
nicht äquivalent sind. Erklärt außerdem, wie man am 
Tableau erkennen kann, dass „Jemand wird von allen 

gemocht“ „Alle mögen jemanden“ impliziert.
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TABLEAUX – AUFGABE II

Aufgabe: Zeigt mithilfe eines Tableaus, dass der Barbari-
Schluss nicht PL-gültig ist. Erklärt, wieso dieser Schluss 

zwar in der Aristotelischen Syllogistik gültig ist, in PL 
aber nicht; nehmt dabei Bezug aufs logische Quadrat.
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VOKABELN

−Kategorische Urteile (Namen + Übersetzungen)
−Logisches Quadrat und PL
−Quantorendreher
−Durchtauschen
−Existentielle Spezialisierung
−Universelle Spezialisierung
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AUFGABEN

−Alles bisher Gemachte wiederholen
−Fragen sammeln (jeder Art!)
−Tableaux-Aufgaben
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BIS NÄCHSTE WOCHE! 
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