TUTORIUM LOGIK

DER KALKUL DES NATURLICHEN SCHLIESSENS

17.11.2021 Vitus Schafftlein


Vorführender
Präsentationsnotizen
4. Auflage, S. 56
5. Auflage, S. 61
Bei I→ und I~ die Wörter „Stern löschen“ highlighten!
Wer hat grundsätzlich Interesse an einem Treffen nächste Woche Donnerstag oder Freitag? Ich bereite nichts vor und versuche, so viele Fragen wie möglich zu beantworten.


AGENDA

—Axiomatik und Herleitungsspiele

—Naturliches Schlief3en
 Elemente des Beweises
« Regeln
« Zusatzregeln

—Ubersicht: Methoden der Aussagenlogik
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HERLEITUNGSSPIELE

Ein Herleitungsspiel (auch: der Kalkul)

—Ist ein syntaktisches Verfahren zum Herleiten von
Formeln — funktioniert ohne Semantik

—Hat idealerweise diese Eigenschaften:
. : Alle herleitbaren Formeln sind allgemeingultig
. : Alle allgemeingultigen Formeln sind herleitbar

—Gibt es in verschiedenen Formen
« Axiomatiken: Axiome + Herleitungsregeln
« Naturliches SchlieBen: Annahmen + Herleitungsregeln

17.11.2021 Vitus Schafftlein


Vorführender
Präsentationsnotizen
Syntaktisch heißt: Es geht nicht um Wahrheitswerte, sondern darum, welche Zeichenketten aus welchen Zeichenketten herleitbar sind.
Die Axiome selbst werden in der Klausur vermutlich nicht vorkommen. Ihr solltet sie aber schon einmal gesehen haben.
Eigentlich gibt es noch eine dritte Form, nämlich das Tableau. Da wir es aber als semantisches Verfahren kennengelernt haben, rede ich hier nur von zwei Formen.


NATURLICHES SCHLIESSEN

Das

—Ist ein Herleitungsspiel der Aussagenlogik

—Besitzt anstatt von Axiomen zwei Arten von Regeln

« EinfUhrungsregeln
= Erlauben unter bestimmten Bedingungen, einen Junktor einzufihren
= Werden mit ,I” far englisch , introduction” abgekurzt

« Eliminationsregeln

= Erlauben unter bestimmten Bedingungen, einen Junktor zu l6schen
= Werden mit ,E” flr englisch ,elimination” abgekirzt

—Ist sehr gut zur Argumentrekonstruktion geeignet
—Ist fur AL (und PL) korrekt und vollstandig
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DER USPRUNG DES NATURLICHEN
SCHLIEBENS

Untersuchungen iiber das logische Schliefien®). 1.

VYon

Gerhard Gentzen in Gottingen.

1. Mein erster Gesichtspunkt war folgender: Die Formalisierung des
logischen SchlieBens, wie sie inshesondere durch Frege, Russell und Hilbert
entwickelt worden ist, entfernt sich ziemlich weit von der Art des Schliefens,
wie sie in Wirklichkeit bei mathematischen Beweisen geiibt wird. Dafiir-
werden betxéichtliche formale Vorteile erzielt. Ich wollte nun zunfichst ein-

. #mal einen Formalismus aufstellen, der dem wirklichen SchlieBen moglichst
nahe kommt. So ergab sich ein ,,Kalkiil des natiirlichen Schlieflens®,

Gerhard Gentzen In zwei Teilen 1934/1935 verdffentlich (Dissertation)
(1909-1945)
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NATURLICHES SCHLIESSEN - ELEMENTE

Element

Sternspalte

Zeilenspalte
Formelspalte
Bezugsspalte

Regelspalte

17.11.2021

Funktion

Gibt an, unter welchen Annahmen die
Formel zustande kam

Nummeriert die Herleitungsschritte
Enthalt genau eine wohlgeformte Formel

Gibt an, mit welchen Zeilen man die Formel
aus der Formelspalte gewonnen hat

Gibt an, mit welchen Regeln man zur
Formel gelangt ist
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NATURLICHES SCHLIESSEN -
FUNKTIONSWEISE

Die Funktionsweise von K-AL
—Man nimmt irgendwelche wffs an — ,,
—Man kennzeichnet diese wffs mit Sternen

—Man wendet die Herleitungsregeln solange an, bis man
zur gewunschten Formel gelangt:

11

« Die Formel ist gesternt {ai, o, anr o B PBist
« Die Formel ist ungesternt B Bist
@, ..., &, Sind diejenigen Hypothesen, deren

Sterne in der Sternspalte von B zu finden sind!
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Ein Beweis ist eine Herleitung, der so beschaffen ist, dass die zu beweisende Formel ungesternt ist. Man kann auch sagen: Beweisbare Formeln sind (syntaktische) Null-Prämissen-Schlüsse.


NATURLICHES SCHLIESSEN - REGELN

— Sind irgendwelche wohlgeformten Formeln, die wir annehmen

— Sind damit (Ausnahme: Regel AL) die ersten Formeln, auf die wir die
Herleitungsregeln anwenden

— Werden im FlieBtext gekennzeichnet durch Phrasen wie:
« ,Nehmen wir an, dass ...”
- ,Gegeben sei ...”
« ,Gehen wir davon aus, dass ...

— Werden mit Sternen (,,*") gekennzeichnet

Wenn man eine wff unter der Annahme von Hypothesen gewinnt, tragt
diese wff — bis auf zwei Ausnahmen - auch ihre Sterne
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Die Ausnahmen sind die Konditionalisierung und die Introduktion der Negation.


NATURLICHES SCHLIESSEN - REGELN

zz: {~~pP} FaL

Sterne VAIIE Formel Bezugszeile Regel
* 1 ~ D - Hyp
- 2 1 BJ\\

g. e. d.
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Vorführender
Präsentationsnotizen
DN kennen wir bereits aus dem Tableaux.


NATURLICHES SCHLIESSEN - REGELN

ZZ: AP, OF AL P

Sterne Zeile Formel Bezugszeile Regel
* 1 p - Hyp

2 - Hyp
* 3 P 1,2

g. e. d.
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NATURLICHES SCHLIESSEN - REGELN

Sterne
X

X

X
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Zeile
1
2
3

zz: {p AQ} Fp

g.

Formel
PA(Q

e. d.

Vitus Schafftlein

Bezugszeile Regel

1
1

Hyp
EA

EA
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Man hat gleichzeitig auch beweisen, dass „p“ aus „p ∧ q“ folgt.


NATURLICHES SCHLIESSEN - REGELN

zZ: {p} FaL p

Sterne Zeile Formel Bezugszeile Regel
* 1 p - Hyp

g. e. d.
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NATURLICHES SCHLIESSEN - REGELN

zz: {pV{q, / y FaL
Sterne VAIIE Formel Bezugszeile Regel
x 1 PV - Hyp
2 - Hyp
3 - Hyp
* 4 1,2, 3 =Y

g. e. d.
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NATURLICHES SCHLIESSEN - REGELN

ZZ: 5 P
Sterne VAIE Formel Bezugszeile Regel
* 1 P - Hyp
& 2 1 Iv
3 P 1, 2
Hier dlrfen wir den Stern
l6schen, da wir die g. e. d.

Annahme mit in die Formel
genommen haben!
(Ausnahme 1)
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Vor dem Turnstile steht nichts, da die Formel ungesternt ist. Wir haben also gezeigt, dass „p → (p v q)“ beweisbar ist.


NATURLICHES SCHLIESSEN - REGELN

Sterne
X

17.11.2021

Zeile
1
2
3

Z7.

d.

{p—q,
Formel
P—(

e. d.
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F FaL

Bezugszeile Regel

1, 2

Hyp

Hyp
E—
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Die Elimination des Konditionals ist der hypothetische modus ponendo ponens.


NATURLICHES SCHLIESSEN - REGELN

ZZ: p (P A ~P)

Sterne Zeile Formel Bezugszeile Regel
* 1 DA ~p : Hyp
* 2 P 1 =
* 3 ~p 1 EA
& 4 1 2,3 E~
5 (p A ~p) 1,4
Hier dirfen wir den Stern I6schen, weil wir g. e. d.

die widerspruchliche Annahme negiert haben!

(Ausnahme 2)
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Die Elimination der Tilde tritt nie alleine auf. Entweder verbindet man sie mit der Einführung der Tilde (I~) oder dem Ex falso (sequitur) quodlibet (EFQ). Der EFQ kommt eher selten vor.


NATURLICHES SCHLIESSEN - REGELN

Sterne

X X X %
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Zeile

o A~ W DN

zz: {p A ~p} FaL

Formel Bezugszeile
PA~p
P 1
~p 1
1 2,3
4
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Regel

Hyp
EA

EA

EFQ
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Vorführender
Präsentationsnotizen
„Ex falso (sequitur) quodlibet“ bedeutet „aus Falschem folgt Beliebiges“. Damit können zwei verschiedene Konzepte gemeint sein. Wir meinen: Aus immer Falschem folgt Beliebiges. Deshalb können wir auch von „ex contradictionem quodlibet“ reden: Aus einem Widerspruch folgt Beliebiges.

Man kann EFQ nur dann anwenden, wenn man in der Zeile davor zu einem Widerspruch gelangt ist. Der EFQ kann also nur nach der Elimination der Tilde folgen. 

Der EFQ scheint sowohl als Schluss- als auch als Herleitungsregel irgendwie komisch, denn die Prämissen und die Konklusion hängen überhaupt nicht zusammen. Deshalb gibt es Leute, die den EFQ ablehnen. Entsprechende Logiken nennt man „parakonsistente Logiken“. 


Sterne

Sterne
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NATURLICHES SCHLIESSEN -

Zeile

ZUSATZREGELN
Formel Bezugszeile
~(p A ~p) -

Formel Bezugszeile
p—(q—0p) -

p -

q—0p 1,2
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Regel
AL

Regel
AL

Hyp
AL + E—
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Vorführender
Präsentationsnotizen
„p → (q → p)“ ist die zweite Paradoxie des materialen Konditionals und gleichzeitig ein Axiom der Aussagenlogik.
Da die Formel allgemeingültig ist, gilt sie ohne irgendwelche Bedingungen. Deshalb kann man sie ungesternt hinschreiben. 


NATURLICHES SCHLIESSEN —

ZUSATZREGELN
Sterne Zeile Formel Bezugszeile Regel
* 1 PVg - Hyp
* 2 ~p - Hyp
e 11 q 1, 3,7 Ev
12 (pvg)A~p—->q 1,2, 11 [-*

— Statt zwei mal I- anzuwenden, um ,,((p v q) — ~p) — q” zu erhalten,
kdnnen wir auch einfach (I—-*) anwenden, um , (pv q) A ~p — gq“ zu
erhalten. Diese Formeln sind namlich nach dem Importations- und
Exportationsgesetz (S. 43, [12]/[13]) aquivalent!
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Sterne
> 3

b3
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NATURLICHES SCHLIESSEN —

ZUSATZREGELN
Zeile Formel Bezugszeile Regel
1 ~(p A ~q) - Hyp
2 P—( 1 DEF—

Vitus Schafftlein
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Ein Sonderfall der Einführung einer allgemeingültigen Formel, da man mit Definitionen immer eine Äquivalenz zwischen Definiend und Definiendum erhält.


SEITE 67, NR. 1

Leiten Sie mit K-AL die Transitivitat des Konditionals her.
Stutzen Sie sich dabei auf den folgenden Gedankengang:
Angenommen, wenn p, dann g; und angenommen, wenn
d, dann r. Stellen wir uns nun vor, p sei der Fall. Dann
folgt g, und daraus wiederum folgt r. Unter den
gemachten Annahmen kdnnen wir also sagen, dass aus p
r folgt. Also folgt aus den ersten zwei Annahmen, dass,
wenn p der Fall ist, auch r der Fall ist. Falls also wenn p,
dann g, und wenn g, dann r, dann auch wenn p, dannr.
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Sterne

17.11.2021

SEITE 67, NR. 1

zZ: o (P> ) A(Q—T) = (p—T)

Zeile Formel Bezugszeile
1 Pp—q -

P q—r -

3 o -

4 q 1, 3

5 r 2, 4

6 p—r 3,5

7 P—-a)r@—->r)—((p—-r) 1,2,6
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Regel
Hyp

Hyp
E—

E—
|

I-
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Vorführender
Präsentationsnotizen
(4. Auflage: Seite 62). Das Zeichen „⊢“ nennt man „turnstile“ und liest man als „ist herleitbar“. Eine Herleitung ohne Prämissen nennt man „Beweis“. Da in Zeile 7 keine Sterne stehen, ist die Formel beweisbar.


VERGLEICH: METHODEN DER LOGIK

Beweisziel

Beweisweg

17.11.2021

Farbtabelle

Bei Formeln: Prifen auf
Allgemeingiltigkeit

Bei Schlissen: Prifen auf
Kon-Sequenz

Bei Formeln: = a

Bei Schlissen:
{all mialsl an} |: B

Beweis der Wahrheitswerte
einer Formel fur alle Modelle

— direkter Beweis

Tableaux

Bei Formeln: Priufen auf
Allgemeingultigkeit

Bei Schllissen: Prifen auf
Kon-Sequenz

Bei Formeln: = a

Bei Schllssen:
{all mialsly an} |: B

Beweis der
Widersprichlichkeit der
reductio-Annahme —
indirekter Beweis

Vitus Schafftlein

Natlrliches SchlieBen

Bei Formeln: Prifen auf
Beweisbarkeit

Bei Schlissen: Prifen auf
Herleitbarkeit

Bei Formeln: — a

Bei Schlissen:
{all sy an} |_ B

Beweis der syntaktischen
Herleitbarkeit/Beweis-
barkeit durch Anwendung
der Herleitungsregeln
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Jede hergeleitete Formel ist allgemeingültig, weil K-AL ein korrektes Herleitungsspiel ist.


VOKABELN

—Axiome

—Naturliches Schlief3en
—Herleitbarkeit, Beweisbarkeit
—Vollstandigkeit, Korrektheit
—Regeln zum natulrlichen SchlieBen
—Vergleich der Methoden der Logik
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AUFGABEN

—Ubungen:
« 4, Auflage: S. 62, Nr. 2 [2]
« 5. Auflage: S. 67, Nr. 2 [2]

—Lesen:
« 4, Auflage: S. 74-86
. 5. Auflage: S. 80-93

—Wiederholen: Farbtabellen, Tableaux
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BiS NACHSTE WOCHE!

Vitus Schafftlein
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