TUTORIUM LOGIK

WICHTIGE SCHLUSSE UND AL-TABLEAUX

22.11.2022 Vitus Schafftlein


Vorführender
Präsentationsnotizen
4. Auflage: Seite 36, α → β: ~α oder β, nicht α oder β!
5. Auflage: Seite 39, α ≡ β, rechte Seite der Fallunterscheidung: ~α und ~β!
Gibt es Fragen zur Aufgabe (S. 56, Nr. 1)?


AGENDA

—Wichtige Schllisse der Aussagenlogik
« Hypothetische Syllogismen
 Disjunktive Syllogismen

—~Tableaux
 Indirekter Beweis
- Tableauregeln

_Ubersetzen: Sherlock Holmes
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SELBSTSTUDIUM: FARBTABELLEN UND
TABLEAUX

Link, um Farbtabellen selbst zu Uberpriufen: hier

Link, um Tableaux selbst zu Uberprifen: hier
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https://web.stanford.edu/class/cs103/tools/truth-table-tool/
https://www.umsu.de/trees/

DER INDIREKTE BEWEIS

Der

—Ist ein Verfahren, um zu beweisen, dass eine (meistens
metasprachliche) Behauptung wahr ist

— HeiBt ,indirekt”, weil man die Behauptung uber einen Umweg
beweist:

« Statt direkt zu beweisen, dass eine Aussage wahr ist, nimmt man - dem
Argument willen - ihre Negation an —

« Dann beweist man, dass sie zu Widersprlichen fuhrt und damit falsch ist
 Da in AL der Satz des ausgeschlossenen Dritten gilt, ist, wenn die Negation
einer Formel (~a) falsch ist, die Aussage selbst (a) wahr
— Beispiel: Wenn ich beweise, dass die Aussage , Es ist nicht der
Fall, dass +/2 eine irrationale Zahl ist” falsch ist, beweise ich

damit, dass die Aussage ,/2 ist eine irrationale Zahl” wahr ist
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DIE TABLEAU-METHODE -

GRUNDLAGEN
Die_
—ist ein schematisches Verfahren, um Baumdiagramme zu
erzeugen
—Wird benutzt, um indirekte Beweise zu fuhren

—Wird der Farbtabelle vorgezogen, weil ihre Komplexitat nicht
mafgeblich von der Anzahl der atomaren Formeln abhangt

—Wird in diesem Kurs benutzt, um semantische Beweise zu
fUhren (Allgemeingultigkeit, Kon-Sequenz)

—Wird auch ,, Baumkalkul” oder , Bethkalktl” genannt
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Vorführender
Präsentationsnotizen
„Tableau“ ist französisch und heißt nichts anderes als „Tabelle“. Der Plural von „Tableau“ ist entsprechend „Tableaux“.
Die Tableau-Methode wird auch „Bethkalkül“ genannt, weil ihr Erfinder mit Nachnamen „Beth“ heißt. Hintikka hat es weiterentwickelt, aber die Version, die wir gerade nutzen, ist am nächsten an Smullyans.


DIE TABLEAU-METHODE - IDEE I

—Man kann jede Formel so umformen, dass entweder die
Konjunktion oder die Alternation ihr Hauptjunktor ist

—Konjunktion und Alternation kann man graphisch darstellen:
 Konjunktion — senkrechter Strich nach unten: ,,|*“
« Alternation — Fallunterscheidung (Strich nach links und rechts)

—Nun kann man eine Formel solange nach diesen Regeln
umformen, bis nur noch atomare Formeln oder deren
Negationen ubrig sind
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Wir benutzen das Wort „Zweig“ oder „Ast“ um uns auf einen beliebigen Pfad von der ersten Formel zur letzten Formel zu beziehen. 
Manchmal wird der Ausdruck „Literal“ benutzt, um atomare Formeln und negierte atomare Formeln zusammenzufassen.


DIE TABLEAU-METHODE - IDEE II

—Da man ausschlieBlich Aquivalenzen ausnutzt, geben die
atomaren Formeln und deren Negationen die
Wahrheitsbedingungen fur die komplexe Formel, mit der man
das Tableau begonnen hat, an

—Findet man aber fur jeden Fall Widerspriiche, so kann die Formel
nicht wahr sein — sie ist widerspruchlich

—Nun gilt aber: a ist widerspruchlich gdw "~a" allgemeingultig ist

— Weisen alle Aste eines Tableaus fir "~a" Widerspriiche auf, so
ist "~~a" - und damit a - allgemeingiltig!
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Wir benutzen das Wort „Zweig“ oder „Ast“ um uns auf einen beliebigen Pfad von der ersten Formel zur letzten Formel zu beziehen. 
Manchmal wird der Ausdruck „Literal“ benutzt, um atomare Formeln und negierte atomare Formeln zusammenzufassen.
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TABLEAUX: REGELN I

s ~( v Q d
0]
0]
0] 0 0]
0] 0 0]

"~~@? jst wahr genau dann, wenn a wahr ist.
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Den senkrechten Strich liest man als „daraus folgt“, beispielsweise bei der Doppeltilde, oder als „und“, beispielsweise bei a | b


TABLEAUX: REGELN 11

a B "a B’
) 0

) 0

0 0 0)

"a A B ist wahr genau dann, wenn sowohl a als auch 3 wahr
sind.
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Den senkrechten Strich liest man als „daraus folgt“, beispielsweise bei der Doppeltilde, oder als „und“, beispielsweise bei a | b
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TABLEAUX: REGELN III

a B "av
0)

0

0 o) 0

"a v B ist wahr genau dann, wenn a wahr ist oder 3
wahr ist oder sowohl a als auch B wahr sind.
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Den senkrechten Strich liest man als „daraus folgt“, beispielsweise bei der Doppeltilde, oder als „und“, beispielsweise bei a | b


TABLEAUX: REGELN 1V

a B "anpB |"~a@AB) |"~avVv ~fF
0 0
0 0
0 0
0 0 0

"~(a A B)" ist wahr genau dann, wenn a falsch ist oder 3
falsch ist oder sowohl a als auch B falsch sind: "~a v ~f3"
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Den senkrechten Strich liest man als „daraus folgt“, beispielsweise bei der Doppeltilde, oder als „und“, beispielsweise bei a | b
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TABLEAUX: REGELN V

a B "a—-pB" |"~av
0 0 0

0

0 0

"a — (" ist wahr genau dann, wenn a falsch ist oder 3
wahr ist.
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Den senkrechten Strich liest man als „daraus folgt“, beispielsweise bei der Doppeltilde, oder als „und“, beispielsweise bei a | b


TABLEAUX: REGELN VI

a B "av p’ "~(av B) "~a A~
0) 0)
0 ) 0)
0) ) 0)
0] 0 0

"~(a v B)" ist wahr genau dann, wenn sowohl a als auch 3

falsch sind.

22.11.2022 Vitus Schafftlein

13


Vorführender
Präsentationsnotizen
Den senkrechten Strich liest man als „daraus folgt“, beispielsweise bei der Doppeltilde, oder als „und“, beispielsweise bei a | b


TABLEAUX: REGELN VII

a B q — B‘I '_N(CI . B)-u q A NB-u
0 0
O (O
0 0 0
O (0 0 0

"~(a — B)" ist wahr genau dann, wenn a wahr ist, aber
falsch.
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Den senkrechten Strich liest man als „daraus folgt“, beispielsweise bei der Doppeltilde, oder als „und“, beispielsweise bei a | b


TABLEAUX: REGELN VIII

a B|'a=p’ |["(@aAaB)v(~an~B)

"a = B ist wahr genau dann, wenn a und 3 beide wahr oder
beide falsch sind.
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Den senkrechten Strich liest man als „daraus folgt“, beispielsweise bei der Doppeltilde, oder als „und“, beispielsweise bei a | b


TABLEAUX: REGELN IX

a |[B ["a=p" |"(@aA~B)v(~aAB)
0
0 |o
0 0
0 |0 0

"~(a = B)" ist wahr genau dann, wenn a wahr ist, aber
falsch, oder wenn a falsch ist, aber  wahr.
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Die Auflösungsregel für die Disjunktion ist die gleiche wie die des negierten Bikonditionals.
Die Auflösungsregel für die negierte Disjunktion ist die gleiche wie die des Bikonditionals.


DIE TABLEAU-METHODE: VORGEHEN

Die Tableau-Methode geht so vor:
— Aufschreiben, was man beweisen will (Metasprache!)

—Tableau anfangen:
 Formeltableau: Negation der zu beweisenden Formel
« Schlusstalbeau: Pramissen (ohne extra Negation) + Negation der Konklusion

— Hauptjunktoren suchen und die Tableau-Regeln darauf anwenden,
bis nur noch atomare Formeln oder deren Negationen tbrig sind

— Widersprluche an jedem Ast suchen

—Wenn an jedem Ast Widerspruche sind, qilt:
= Schlusstableau: Der Schluss ist gultig
= Formeltableau: Die Formel ist allgemeingultig
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Falls man nicht überall Widersprüche findet, ist es nicht der Fall, dass die zu beweisende Formel allgemeingültig ist. Wir wissen nur, dass es ein Gegenmodell gibt, aber ob sie erfüllbar oder widersprüchlich ist, können wir nicht sehen.


FORMEL- VS. SCHLUSSTABLEAUX

Schlusstableau Formeltableau
Beweisziel (gedeutet) Gultigkeit eines Logische Wahrheit
Schlusses eines Satzes
Beweisziel (formal) Kon-Sequenz Allgemeingultigkeit
zwischen Pramissen einer Formel
und Konklusion
Beweisziel (symbolisch) zz: {a{, ..., a, > E B ZZ: = da

Reductio Konklusion: ~f3 Ganze Formel: ~a



Vorführender
Präsentationsnotizen
Bei einem Schlusstableau verneint man nur die Konklusion, beim Formeltableau die ganze Formel.


DIE TABLEAU-METHODE: STRATEGIEN

—Pflicht:

« So kleinschrittig wie eben moglich vorgehen

 Kreuze machen, sobald sich ein Widerspruch zwischen zwei
Formeln ergibt

—Dringende Empfehlungen:

« Erst diejenigen Formeln auflosen, fur deren Auflésung man
keine Fallunterscheidung benotigt
 Negieren von Formeln, deren Hauptjunktor nicht , ~* ist:
= die zu negierende Formel 1:1 abschreiben
= Falls AuBenklammern weggelassen wurden, wieder hinschreiben
= Tilde vor die erste Klammer-Auf schreiben

« Jede aufgeloste Formel abhaken (V)


Vorführender
Präsentationsnotizen
Wenn das erste Zeichen der zu negierenden Formel die Tilde ist, schreibt man davor einfach noch eine zweite Tilde – ganz ohne Klammer.



Man
1) Al

UBERSETZEN VON AL: SCHLUSSE

in AL, indem man
e Pramissen untereinander schreibt

2) Einen Schlussstrich zieht und darunter die Konklusion

SC

nreibt

3) die Strukturworter durch Junktoren ersetzt
4) Ein Abklrzungsverzeichnis erstellt, indem man jeden

Fo

nzen normalsprachlichen Satz, mit einer atomaren
rmel abkurzt (keine Personalpronomen!)

5) FUr die Pramissen und die Konklusion die atomaren

~ormeln mit Junktoren zu einer wohlgeformten Formel
zusammenfugt

6) Falls erforderlich, Gultigkeit Uberprufen
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Hier erinnere man sich an den Tafelschwammtest: Da haben wir genau dasselbe gemacht, außer dass die atomaren Formel Schemabuchstaben waren und wir die Junktoren nicht formalisiert haben!


DIE TABLEAUMETHODE: BEISPIEL

Wenn Jerome getrunken hat, kommt er zu spat zur
Arbeit.

Jerome kommt nicht zu spat zur Arbeit.

Jerome hat nicht getrunken.
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DIE TABLEAU-METHODE: BEISPIEL

, kommt er zu spat zur
Arbeit.

Jerome kommt zu spat zur Arbeit.

nicht
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DIE TABLEAU-METHODE: BEISPIEL

Abkurzungsverzeichnis:
: Jerome hat getrunken.
gq: Jerome kommt zu spat zur Arbeit.

' g. g

> Hypothetischer
modus tollendo

tollens!
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BEISPIEL SCHLUSS-TABLEAUX

2 f_p-agﬂ /»gj Frp |20 bewelsen

pP=>9 { /. Prowisse.

|

~9 |2 Promisse

N

~vD | Seakiekin | ﬁpqél«ese@%x Kowllusion
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BEISPIEL: FORMELTABLEAU

22 F(p=g) A~g—>~p | 2v beweisen

:f(<p —> C_Q AT T P) | VQdquio H\/ pcré\r\ese_

(p>g)a~q. | Tableawreged - (x_‘:\?(ﬁ)
~ F, Nﬁ'

l Tobleow T8
P | Teounipl

> Qn)ed:,mﬁsﬁ’ S}r\i)\V(ﬁ\)}ng F’(P%??D/\mq’—‘ar\rp -
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Seine Tableaux kann man auch selbst überprüfen lassen: Zum einen mit den Prooftools im Learnweb und zum anderen auf https://www.umsu.de/trees/. Die Website funktioniert aber nicht für das Identitätszeichen in PL+=!


SEITE 57, NR. 5

[1] ~p — @ [2] ~p A ~q [3] ~r [4]r [5]u— (svt)
[6]u—(vVw) [7]x=w [8]y [9] v

Definitionen: ,s“ kdrzt ,r*“ ab, ,t* karzt ,s*“ ab, ... und ,y* kdrzt ,x* ab.

p: Mister X hat den Zug nach Cambridge genommen. u: Mister X ist im Eastend geblieben.

g: Mister X ist irgendwo im Eastend geblieben. v: Mister X ist im Fiddler's Arms
abgestiegen.

r: Es gibt Verbrecher, die am Tatort bleiben. w: Mister X ist bei Lily.

s: Mister X fuhlt sich im Eastend sicher. X: Mister X trifft Joe bei Lily.

t: Mister X will Holmes und Watson ablenken. y: Mister X glaubt, dass Joe bei Lily ist.
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Bemerkungen:
Die Definitionen habe ich selbst gesetzt, um die Formeln übersichtlich darzustellen. Sie gehört nicht zu AL. Falls ihr andere atomare Formeln als „p“, „q“ oder „s“ im Abkürzungsverzeichnis haben wollt, müsst ihr – wie ich – definieren!
Man kann sich darüber streiten, ob „q“ und „u“ dieselbe Proposition ausdrücken. Das Problem ist, dass bei „p“ das Wörtchen „irgendwo“ fehlt. Da Herr Strobach ausdrücklich in der Aufgabe fordert, so genau wie möglich zu übersetzen, habe ich mich dazu entschieden, zwei verschiedene atomare Formeln zu nehmen.
Zu [3]: „Es ist nicht der Fall, dass es Verbrecher, die am Tatort bleiben, gibt“ ist gleichbedeutend mit „Es gibt keine Verbrecher, die nahe am Tatort bleiben“ und damit mit „Kein Verbrecher bleibt nah am Tatort“. Wenn ihr die Prädikatenlogik kennt, wisst ihr genau, was ich meine.
„Er ist bei Lily, wenn er Joe bei Lily trifft, sonst nicht“ kann man übersetzen als „Wenn Mister X Joe bei Lily trifft, ist Mister X bei Lily UND wenn Mister X Joe NICHT bei Lily trifft, ist Mister X nicht bei Lily“. Formal: „(x→w) ∧ (~x→~w)“. Das ist gleichbedeutend mit „x ≡ w“. „(x→w) ∇ (~x ∧~w)“ ist keine Adäquate Übersetzung, denn nicht äquivalent mit der richtigen Übersetzung (Modell: v(x)=v(w)=0). „(x∧w) ∇(~x∧~w))“ ist äquivalent, aber gibt das Konditional nicht adäquat wieder.


VEllE

ponens

22.11.2022

WICHTIGE SCHLUSSE DER
AUSSAGENLOGIK I

Begrindung

»q" ist nicht
verneint

Schlussform | Beispiel
q ; ist die Strafe nass.
q Also ist die Stral3e nass.
Formel: ( Q)AL —(g
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Vorführender
Präsentationsnotizen
Alle vier Schlüsse Syllogismen sind AL-allgemeingültig!
Das „hypothetisch“ spielt darauf ab, dass ein Konditional im Spiel ist.
„modus“ heißt hier „Schlussform“.
Das „ponendo“ spielt darauf ab, dass die Formel in der zweiten Zeile nicht negiert ist. Es ist Gerundium und heißt „durch das Legen“.
Das „ponens“ spielt darauf ab, dass die Konklusion nicht negiert ist. Es ist PPA und heißt „liegend“

„ponere“ heißt „setzten“ und „legen“. 


VEllE

tollendo
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WICHTIGE SCHLUSSE DER
AUSSAGENLOGIK II

Begrindung

g ist
verneint

Schlussform | Beispiel
q , ist die StraBe nass.
~( Die StraBe ist nicht nass.
Also
Formel: ( q) A ~q —
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VEllE

tollens
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WICHTIGE SCHLUSSE DER

AUSSAGENLOGIK II1I

Begrindung

g ist
verneint

Schlussform
q

~q

Formel: (

Beispiel

4

es schneit.

Also schneit es nicht.

q) A — ~q
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VEllE

ponens
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WICHTIGE SCHLUSSE DER
AUSSAGENLOGIK IV

Begrindung

»q” ist nicht
verneint

Schlussform
q

Formel: (

Beispiel

4

es schneit.

Also schneit es.
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VOKABELN

—hypothetische und disjunktive Syllogismen (Namen +
Formen)

—Indirekter Beweis
—Tableaux (Regeln auswendig lernent!)
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—Ubungen:

« 4, Auflage:
- 5. Auflage:

—Lesen:

« 4, Auflage:
- 5. Auflage:
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AUFGABEN

S. 38, [1], [5], [9], [11] mit Tableau beweisen
S. 40, Nr. 2, [1], [5], [9], [11]

S. 53-62
S. 58-68 lesen
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BiS NACHSTE WOCHE!
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