Schauen wir uns zunéchst klare Definitionen von ,,Graph* und ,,Funktion an:

A class of ordered pairs is called a graph. In other words, a graph is an arbitrary sub-
classof Ux U.!

[A] function from A to B is a rule which to every element x € A assigns a unique ele-
ment y € B; to indicate this connection between x and y we usually write y = f(x). [...].
[...] If fis a function from A to B, then the graph of f is the class of all ordered pairs (X,
y) such that y = f(x). 2

Das bedeutet: Graphen sind Relationen, Funktionen sind Anweisungen und der

Graph einer Funktion ist die Menge aller Zweiertupel (X, y), sodass y = f(x). Warum

sind Funktionen nun keine Graphen? Mir fallen spontan drei Falle ein:

()  Die Graphen zweier Funktionen f und g sind identisch, aber deren Anweisun-

gen nicht. Beispiel:
a. f: R— R, f(x)=sin(x)
b. g R—[-1,1], g(x)=sin(x)

(1) Einige Funktionen haben keine Graphen. Beispiel: Die Funktion, die jeder
Menge diejenige Menge zuordnet, die jene als einziges Element enthalt. (Der

Wertebereich kann keine Menge sein, hochstens eine echte Klasse).

(1) Einige Eigenschaften von Funktionen kann man nicht am Graph selbst able-

sen (beispielsweise Surjektivitat).

Hier noch ein paar andere Definitionen aus Einfuhrungsbiichern (Kursivierungen

hauptsachlich von mir):

i Function, as understood in mathematics, is a procedure, a rule, assigning to any
object a from the domain of the function a unique object b, the value of the func-
tion at a. A function, therefore, represents a special type of relation, a relation
where every object a from the domain is related to precisely one object in the

range, namely, to the value of the function at a’

ii. Unter einer Funktion f von einer Menge A in eine Menge B (in Zeichen f: A —
B) versteht man eine "Vorschrift" [sic!], die jedem Element x der Menge A genau

! Pinter, A Book of Set Theory, 37.
2 Pinter, 49.

3 Hrbacek und Jech, Introduction to Set Theory, 23.



ein Element y der Menge B zuordnet. Man nennt A den Definitionsbereich von f.
4

iii. Mit (F) wird der Funktionsbegriff wie tiblich auf den Mengenbegriff zuriickge-
fiihrt: Eine Funktion f: A — B wird mengentheoretisch definiert als {(x, f(x)) | x
€ A}. Diese Menge wird oft auch als der Graph von f bezeichnet.®

iv. From algebra and calculus, we know what a function is. It is a rule that assigns to
each possible input value a unique output value. [...] Let A and B be sets. A rela-

tion f € A x B is a function [...]. 6

Definition i. und ii. gehen mit Pinter einher. Ebbinghaus hingegen identifiziert in iii.
Funktionen mit ihren Graphen. O’Leary widerspricht sich in iv. sogar: Erst sind
Funktionen Regeln, dann Mengen. Aber Mengen sind keine Regeln! Suppes be-
schreibt diesen unglucklichen Zustand wie folgt:

Since the eighteenth century, clarification and generalization of the concept of a func-
tion have attracted much attention. Fourier's representation of "arbitrary™ functions (ac-
tually piecewise continuous ones) by trigonometric series encountered much opposition;
and later when Weierstrass and Riemann gave examples of continuous functions with-
out derivatives, mathematicians refused to consider them seriously. Even today many
textbooks of the differential and integral calculus do not give a mathematically satisfac-
tory definition of functions. An exact and completely general definition is immediate
within our set-theoretical framework. A function is simply a many-one relation, that is,
a relation which to any element in its domain relates exactly one element in its range.
(Of course, distinct elements in the domain may be related to the same element in the
range.) The formal definition is obvious. *

Der einzige Autor, der eine einigermafen zufriedenstellende Auffassung von Funkti-
onen gibt (und den ich auf die Schnelle gefunden habe), ist Devlin. Er beschreibt
Funktionen als aus drei Teilen bestehend (S. 88):

A —— f —— B

Inputs Black box Outputs
Figure 4.2: The three parts of a function.

AuRerdem gibt er eine schone Definition fir die Identitdt zweier Funktionen (nicht zweier
Graphen!):

In general, we say two functions f, g are equal iff they have the same domain (say A),
the same codomain (say B), and for every a € A, f(a) = g(a). [...] This definition of
function equality means that we should not really speak of a function as being a rule

4 Friedrichsdorf und Prestel, Mengenlehre fiir den Mathematiker, 10.
5> Ebbinghaus, Flum, und Thomas, Einfiihrung in die Mathematische Logik, 112.
6 O’Leary, A First Course in Mathematical Logic and Set Theory, 149.

7 Suppes, Axiomatic Set Theory, 86.



that takes arguments from the domain and produces values in the codomain. Rather a
function is determined by such a rule. It is not the rule itself that is the function, even
assuming we are careful to specify the domain and codomain (as we should). It is the
argument-to-value association the rule determines that is "the function” [sic!]. &

Auf den folgenden Seiten gibt er auch einen kurzen historischen Uberblick (angehangt). Ab-
schlieBend befiirchte ich, dass die Meinung, die Deiser vertritt, von vielen Mathematiker:in-
nen geteilt wird:

Hier geht es nicht um Ontologie —was ist ©? —, sondern um préazise und brauchbare, sich
im Aufbau einer Theorie natiirlich ergebende Definitionen — z. B. 7/2 ist definiert als
,.die kleinste positive Nullstelle der Cosinus-Funktion* .\WWas man sich unter den mathe-
matischen Objekten schliellich vorstellt und welche Eigenschaften der Objekte am
wichtigsten erscheinen, ist jedem Mathematiker selbst iiberlassen — z.B. = als funda-
mentale GroRe zur Berechnung von Umfang und Inhalt des Kreises. °
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