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EIN PAAR DEFINITIONEN

Vitus Schafftlein



BELEGUNGEN

Seien y , . die Variablen einer formalen Sprache L. Sei
M=<D, [.. ]]> ein beliebiges Modell von L.

Eine ist eine Abblldung von der Menge der
auf den > g: {X, | y -

M-Belegungen weisen allen Variablen von L ein Element aus
dem Redebereich von M zu.

Beispiel: Sei . Dann qilt fur alle Variablen
(1) = oder (y) =
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BELEGUNGSVARIANTEN

Ist geine M-Belegung, deD ein Element des Redebereichs
von M und x eine Variable von L, so ist die

g% diejenige Belegung, die x auf d abbildet und

fur alle von x verschiedenen Variablen mit g
Ubereinstimmt:

g- 1= g(u), falls u#x

g% = d, falls u=¥
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DIE MODELLBEZIEHUNG

Sei d(t)=g(t), falls t eine Variable und d(t)=[t], falls t eine Konstante ist.

aomare M, g E t=t, gdw d(t,)=d(t,)
T Mg B Oty gdw <d(t),. d(t)>€e®]
M,g = ~a@a gdw M, g a
M,g  (aAB) gdw M,g=Eaund M, gE=
Junktor- M, g E (avB) gdw M,gkFaoderM, gkEp
M,g  (a—B) gdw wenn M, gE=a,dann M, g =
... Mg¥F (@<P) gdw M,gFagdwM, g=B
N gdw Fiir alle deD gilt: M, g% = a
e M,g E 3xa gdw Es gibt ein deD, sodass M, g% = a
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DIE MODELLBEZIEHUNG -
SPRECHWEISEN

11 11

Wir lesen ,, als ,,

Wir definieren:

gdw M, g = a fur jede M-Belegung g.

11

Wir lesen ,M = a“ als ,,

genau dann, wenn M a unter jeder
Belegung erflllt.
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PROBLEME MIT BELEGUNGEN IN
LEEREN REDEBEREICHEN
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BELEGUNGEN AUF LEERE
REDEBEREICHE?

Sei M, =<0, [...]> das Modell mit leerem Redebereich (,leeres Modell”).

Da eine M-Belegung g eine Abbildung von der Menge der Variablen auf
den Redebereich von M ist und der Redebereich von M, leer ist, ware g
eine Abbildung von den Variablen von L auf die leere Menge:

g:{annEN}_)Q)

Nun gibt es aber keine Funktion einer nicht-leeren Menge auf die leere
Menge, denn sie kann unmoglich linkstotal (vx =~ Rxy) sein. Also hat M,
keine Belegungen. Im Ubrigen: [T] existiert nicht und [®]=0 in M.
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WIE SIEHT EIN LEERES MODELL AUS?

M= <(, > Wichtig: Damit leere Modelle existieren,
muss Williamson annehmen, dass [...]
eine partielle Funktion sein darf. Genau
das schlieBt er aber flr die
Belegungsfunktionen aus (sonst

Existiert nicht, da funktioniert sein Argument nicht)!

g:{t,|nEN} - 0@

<0, / keine Funktion ist!

2a Denotation

19.10.2023 Vitus Schafftlein 9



TRIVIALERWEISE WAHRE FORMELN IM
LEEREN MODELL

Das leere Modell My=<@, [...]> hat keine Belegungen. Aber wir
haben Wahrheit in einem Modell so definiert:

M=agdw M, gEa of

Nun gilt folgender Schluss: ~3ax Gx = vx (Gx — a). Stehe ,Gx” fur
»X ist eine M-Belegung”. Dann gilt: vx (Gx — My, x E a). Das
bedeutet: My, g = a flr jede M -Belegung g. Also gilt, per
Definition, auch My &= a. Das bedeutet: Im leeren Modell M ist
jede wohlgeformte Formel wahr!
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KORREKTHEIT UND VOLLSTANDIGKEIT

Unterscheiden sich L und L, lediglich darin, dass L, im
Gegensatz zu L leere Modefle zulésst. Fur Ly, konnen wir
nun definieren:

Wahr,icht-leer = {0 | M E a fur alle MMy}
Wahr.. = {a | My = a fur alle My} = {a | a ist eine wff}

Wahr hi-1eer ISt die Menge der wffs, die in allen nicht-
leeren Modellen wahr sind, Wahr.. die Menge der wffs,
die in allen leeren Modellen wahr sind.
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KORREKTHEIT UND VOLLSTANDIGKEIT

sind diejenigen, die

von L;wahr sind. Da (mit Ublichen
Belegungen) jede Formel im leeren Modell wahr ist, sind die
Tautologien von L,

| . Das sind aber gerade die

Also gilt: F 4 a <« F_a, falls g nicht limitiert
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KORREKTHEIT UND VOLLSTANDIGKEIT

Wir haben gezeigt, dass qgilt: £, a < E a. Es gilt also:

“TA] sound and complete for IS
already a sound and complete without any
modification of its proof theory." (S. 4)

(b a=>E a)=>(F a= E,aq)
G ENCELGI EERN)

19.10.2023 Vitus Schafftlein 13



ABSURDE KONSEQUENZEN

Da alle Formeln im leeren Modell wahr sind, sind auch widersprdchliche
Formeln wie ,Fa A ~Fa” und Formeln wie ,3x x=x", die in inklusiven
Logiken charakteristischerweise falsch sein sollten, wahr.

Da jede Formel wahr ist, ist auch ihre Negation wahr, Definiert man
EaISChP?'E s%, dass a falsch ist gdw ~a wahr ist, ist also auch jede
ormel falsch.

Definiert man Falschheit so, dass a falsch ist gdw a nicht wahr ist, ist
keine Formel falsch.

Definiert man Wahrheit in M als Erfullbarkeit in M fir mindestens eine M-
Belegung, ist keine Formel wahr.
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LIMITIERTE BELEGUNGEN ALS
LOSUNGSANSATZ
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INDUKTIVE DEFINITION VON FREIEN
VARIABLEN INNERHALB EINER FORMEL

var(x) =
var(T) L=

frei(t,=t,)
frei(dt,..t,) :
frei(~a)
frei(a*)
frei(3xa)
frei(vxB)

19.10.2023

{XJ>
0)

var(t;) v var(t,)
var(t;) U ... U var(t,)
frei(a)

frei(a) v frei(B)
frei(a) \ {x}

frei(a) \ {xJ

Vitus Schafftlein

fur Konstanten T

Fur Terme t,, t,
Fur Terme t,, ..., t,

fur *=A, v, —», &
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EIN LOSUNGSANSATZ — LIMITIERTE
BELEGUNGEN (SCHNEIDER 1958)

Sei M=<D, [...]> ein L-Modell. Eine ist
eine Abbildung von
, auf e P —>

nennen wir auch eine

Wir definieren Wahrheit in M nun nicht abhangig von M-
Belegungen g, sondern abhangig von M,a-Belegungen g,.
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LIMITIERTE VS. NORMALE BELEGUNGEN

Limitierte Belegungen und normale Belegungen fallen in
nicht-leeren Modellen zusammen. Der Grund dafur ist,
dass die einzigen fur eine Formel a relevanten
Zuweisungen diejenigen g(x) sind, fur die gilt, dass x frei
in a vorkommt. Genau diese Zuweisungen tatigen aber
limitierte Belegungen.

Im leeren Modell fallen limitierte Belegungen und normale
Belegungen jedoch nicht zusammen (siehe nachsten
Folien).
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DIE MODELLBEZIEHUNG MIT
LIMITIERTEN BELEGUNGEN

gemee My @ = 4=t gdw d(t1)=d(t2)
ot Mg E Oty gdw <d(t),., dt)>€0]
M, g = ~a gdw M, g H#a
M, g = (aAB) gdw M,g =Eaund M, g =B
Junktor- M, g = (avpB) gdw M,g FaoderM,g P
M, g = (a—B) gdw wenn M, g E=a,dann M, g =B
_________ Mg . F (@<p) gdw Mg FagdwM,g =
. M, g = vxa gdw  Fir alle deD gilt: M, g % = q
ormen M, 95 = dXa gdw Es gibt ein deD, sodass M, g % = a
gdw M, = E=a
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LIMITIERTE BELEGUNGEN- EIN
BEISPIEL

Sei M=<D, [...]> mit und a=vx Fx — Gyv.
Eine M-Belegung g ist eine Abbildung g:{x,, | n e N} —
Eine M, . _, g,-Belegung ist eine Abbildung g, ¢, ,c.: {V} —

G(QVXFX—)G)={< / >} oder Jux Fx — G ={ <Y, >}

G(g)={<Xx, >, <Y, >, <z, >, <x’, >, ...} (bspw.)
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DIE VORTEILE VON LIMITIERTEN
BELEGUNGEN IM UBERBLICK

—Geschlossene Formeln sind im leeren Modell nicht mehr
trivialerweise wahr

—Auch die Negation funktioniert bei geschlossenen
Formeln in leeren Modellen wie gewlnscht

—Alle allquantifizierten Satze sind wahr im leeren Modell
(auBer, wenn V leerdreht und a falsch ist)

—Alle existenzquantifizierten Satze sind falsch im leeren
Modell (auBer, wenn 3 leerdreht und a wahr ist)
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GESCHLOSSENE FORMELN IM LEEREN
MODELL MIT LIMITIERTEN BELEGUNGEN

Sei a eine geschlossene Formel, also frei(a)={}, und die M,a-Belegung
entsprechend die Abbildung von der leeren Menge auf D: g,: {} — D. Ihr
Graph ist die leere Menge.

Ist M, das leeresModell, ist die My, a-Belegung die Abbildung von der leeren
Menge auf die leere Menge: g,:{} — {}. Diese Abbildung existiert; ihr Graph
ist auch die leere Menge. Also gibt es fur geschlossene Formeln in My nicht
mehr keine, sondern — wie in nicht-leeren Modellen — genau eine Belegung,
sodass gilt: My = a gdw Da es nun eine Belegung flur jede Formel
in My gibt, sind nicht mehr alle Formeln im leeren Modell trivialerweise wahr.

Im leeren Modell konnen Formeln nun also falsch sein!
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NEGATIONEN VON GESCHLOSSENEN FORMELN IM
LEEREN MODELL MIT LIMITIERTEN BELEGUNGEN

Sei B (und damit auch ~B) eine geschlossene Formel. Nun haben wir
definiert: M F ~f3 gdw M, g.z = ~f fir jede M,g.s-Belegung. Da
frei(B)=frei(~B)={}, sind auch die Graphen aller g.g und aller gg die
leere Menge. Also gilt: M F ~B gdw M, {} F ~p.

Da wir definiert haben, dass M,g.g = ~B gdw M, gg 7 B, kénnen wir fir
geschlossenes B folgern, dass M, {} F ~B gdw M, {} ¥ B. Da die leere
Belegung keine Variablen zuweist, gilt auch M F ~B gdw M # B.

Wir haben M beliebig gewahlt, also gilt auch My = ~B gdw My 7 B fir
geschlossenes B. Da wir bereits gezeigt haben, dass geschlossene
Formeln nicht trivialerweise wahr sind, funktioniert die Negation bei
geschlossenen Formeln auch im leeren Modell wie gewunscht: Sie
vertauscht die Wahrheitswerte einer Formel!
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ALL-SATZE IM LEEREN MODELL MIT
LIMITIERTEN BELEGUNGEN

Nehmen wir an, x kommt frei in a vor. Es qilt:

M, Qv F VXA gdw fiir alle deD gilt: M, gG% = {

Da frei(a)#{} und D={}, gibt es keine g,—Belegung, weil es
keine Abbildung von einer nicht-leeren in die leere Menge gibt.

Also gibt es auch keine g,—Belegungsvariante. Deshalb macht
jede g,—Belegungsvariante a trivialerweise wahr. Also ist auch,

per Definition, vxa wahr. Es gilt folglich:

My E vxa, falls x frei in a (falls v nicht leerdreht)
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EXISTENZ-SATZE IM LEEREN MODELL
MIT LIMITIERTEN BELEGUNGEN

Nehmen wir an, x kommt frei in a vor. Es qilt:

M, 95y F 3Xa gdW f{ir mind. ein deD gilt: M, gG% = a

Da frei(a)+{} und D={}, gibt es keine g,—Belegung, weil es
keine Abbildung von einer nicht-leeren in die leere Menge
gibt. Also gibt es auch keine g,—Belegungsvariante, die a
wahr macht. Also ist axa falsch. Es gilt folglich:

My B 3xa, falls x frei in a (falls 3 nicht leerdreht)
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LEERDREHENDE QUANTOREN MIT
LIMITIERTEN BELEGUNGEN I

Nehmen wir an, a ist eine geschlossene Formel. Dann sind die M, g, -Belegungen leer.
Da a geschlossen ist, sind auch vxa und 3xa geschlossen; also sind auch die Graphen
der M,g,,,- und M,g,,,-Belegungen und deren Varianten leer.

Nach Definition M, gs,, = 3xa gdw flr mind. ein deD gilt: M, gai = a gilt nun:

M, {} = 3xa gdw fur mind. ein deD gilt: M, {} = a. Das bedeutet:

M, {} E3xagdw M, {} = a. Das bedeutet nichts anderes als

M = 3xa gdw M = q, falls a geschlossen (falls 3 leerdreht). Mutatis mutandis fur Vv:
M = vxa gdw M = g, falls a geschlossen (falls v leerdreht).
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LEERDREHENDE QUANTOREN MIT
LIMITIERTEN BELEGUNGEN 11

Wir haben gerade gezeigt, dass, wenn a geschlossen ist, gilt:
MEVXae ME3IxXa e MEa

Wenn a eine geschlossene Formel ist, drehen v und 3 in vYxa bzw.
Jxa leer. Da wir auch gezeigt haben, dass geschlossene Formeln im
leeren Modell mit limitierten Belegungen falsch sein konnen und eine
Formel mit leerdrehendem Quantor unter denselben Bedingungen
wahr ist wie dieselbe Formel ohne diesen Quantor, kdnnen auch
allguantifizierte Formeln im leeren Modell falsch sein:

Genau dann, wenn V leerdreht und My ¥ a: My # vxa
Mutatis mutandis gilt fur existenzquantifizierte Formeln:
Genau dann, wenn 3 leerdreht und My = a: M = 3xa.
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DAS PROBLEM, WAHRHEIT INDIREKT
REKURSIV ZU DEFINIEREN
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DIE NACHTEILE VON LIMITIERTEN
BELEGUNGEN

Ist a eine offene Formel und M, das leere Modell, gibt es immer
noch keine My, a-Belegungen, da keine Abbildung von einer nicht-
leeren Menge auf die leere Menge existiert. Also ist immer noch
jede offene Formel (und ihre Negation) in My wahr: My = a, falls a
offen.

Deshalb ist nicht jede Instanz des modus ponens gultig:,Fx — Fx”
ist trivialerweise wahr in M, da offen. Dasselbe gilt fur die Formel
+(FX — FX) — Ix(Fx — Fx)”. Nun musste per modus ponens
gelten, dass auch ,,aAx(Fx — Fx)“ wahr ist. Diese Formel ist aber
falsch in My, denn sie ist geschlossen, von der Form 3xa[x] und 3
dreht nicht leer.
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WO LIEGT DAS PROBLEM?

Das Problem konnte darin liegen, dass Wahrheit in einem
Modell indirekt durch Erfullbarkeit in einem Modell
definiert wird. Diese Definition ist auch schon in nicht-
leeren Modellen merkwurdig, denn

(1) es kann sein, dass eine Alternation wahr ist, obwohl
keines ihrer Alternate wahr ist.

(2) die Definition von Wahrheit ist nicht voéllig
kompositionalg.

(3) es kann sein, dass eine existentielle Generalisierung
wahr ist, obwohl keine ihrer Instanzen wahr ist.
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WAHRE ALTERNATION MIT FALSCHEN
ALTERNATEN

Nehmen wir an, einige, aber nicht alle deD sind Element von [F]. Sei dz € D
und dr € [F]. Sei d.- € D, aber d_¢ ¢ [F]. Dann gilt:

ME Fx v ~Fx, weil M, g = Fx v ~Fx flr jede Belegung g.
M # Fx, weil es eine Belegung gibt, sodass M, g ¥ Fx — namlich g(x)= d_.
M ¥ ~Fx, weil es eine Belegung gibt, sodass M, g ¥ ~Fx — namlich g(x)= d..

Es ist also moglich, dass eine Alternation in einem Modell wahr ist, ohne
dass auch nur eins ihrer Alternate wahr ist!
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WAHRE EXISTENTIELLE GENERALISIERUNGEN
UND KEINE WAHREN INSTANZEN

Nehmen wir an, der Redebereich von M hat mindestens
zwei Elemente, d; und d,. Nun gilt:

M k= 3y x=Yy, denn M, g = 3y x=y fur jede Belegung g.

M = x=Yy, weil es eine Belegung gibt, sodass M, g ¥ x=y,
namlich g(x)=d,; und g(y)=d..

Das liegt daran, dass eine offene Formel so interpretiert
wird wie ihr v-Abschluss, wenn sie alleine steht. Ist x in
a frei, gilt also: M =a & M = vy a.
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NICHT-KOMPOSITIONALITAT

Sei a eine Formel, in der x frei vorkommt. Nehmen wir an, Wahrheit in
einem Modell ergabe sich nach dem Kompositionalitatsprinzipe. Dann
musste gelten: M= (av B) gdw M = a oder M = .

Da MEa e ME vxa musste also gelten, dass M = (a v B) gdw M &= vxa
oder M = vxB. Sei (a v B)=(Fx v Gx). Dann musste gelten: M = Fx v Gx
gdw M = vxFx oder M & vxGxX.

Genau das gilt aber nicht! Hier ein Gegenmodell: D={d,, d,}, [F] = {d,},
[G] = {d>}. Nun gilt fUr jede Belegung: Fx v Gx. Fur keine Belegung gilt
aber: vxFx oder vxGx. Also ist Wahrheit in einem Modell nicht
kompositional!
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NICHT-KOMPOSITIONALITAT

A semantics that fully interprets closed formulas by
recursion on less than fully interpreted open formulas is
not straightforwardly compositional; it does not generate
the full interpretations of complex expressions from the
full interpretations of their constituents. (S. 6)

19.10.2023 Vitus Schafftlein 34



WAHRHEIT STATT ERFULLBARKEIT?

Gibt man Belegungen auf und definiert man Wahrheit (von
geschlossenen Formeln) in einem Modell direkt rekursiyv,
behebt man sowohl die drei Erfullbarkeitsprobleme als auch
das Problem mit Wahrheit im leeren Modell.

Problematisch wird es dann nur, wenn es in der Domain
Objekte ohne Namen gibt (was gut moglich ist, bspw., wenn
D=R). Um das Problem zu l6sen, muss man z. B. annehmen,
dass kein Objekt ohne Namen ist. Das aber ist nicht
besonders intuitiv, denn es gibt viele Objekte in der Welt, die
keinen Namen tragen.
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PROBLEME MIT DIREKT REKURSIVEN
WAHRHEITSDEFINITIONEN

The problem can be overcome by quantification over
possible extensions of the language, if one is willing to
assume that every member of the domain of a model
has a name in some possible extension of the language.
But that assumption becomes highly contentious if
combined with the (not uncontentious) view

. (S. 6)
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WAHRHEIT STATT ERFULLBARKEIT -
TERMERWEITERUNGEN

Die Problematik, dass Objekte im Redebreich keine Namen haben, kann man
jedoch beheben. Wir erweitern unsere Sprache L zu eine Sprache L', fur die gilt:
Flur jede Variable x und jedes Objekt deD ist <x,d> ein singularer Term, sodass
[<Xx,d>] = d.

Entstehe a[x|d] dadurch, dass man alle freien Vorkommnisse von ¥ in a durch
<y,d> ersetzt. Dann ist vxa genau dann wahr, wenn fur jedes deD gqilt: a[x]|d].
Diese Semantik erlaubt, Uber uberabzahlbare Redebereiche zu quantifizieren.

Auch diese Semantik ist aber nicht vollig kompositional., da a[x|d] kein direkter
Bestandteil von vxa ist!
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PROBLEME MIT TERMERWEITERUNGEN

There is no pretence that a possible speaker could
use this extension of the language as a language, or
<V, d> as a name of d. Rather,

. (S. 7)
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INNER UND OUTER DOMAIN SEMANTIK

Ein PFL-Modell ist ein < [...]>, far den gilt:
1. D; € Dy sind Mengen, sodass |[Dg| > 0
2. [...] ist eine Funktion, die insgesamt zwei Aufgaben erfullt:

1. Sie ordnet jeder Individuenkonstante ein Element aus
ZU

2. Sie ordnet jedem n-stelligen Pradikatsymbol eine Menge
von n-Tupeln Uber ' zu

Sei ein leeres Modell M= <Dy, @ [...]>. (Hier gibt es mehr als
ein leeres Modell!)
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INNER UND OUTER DOMAIN SEMANTIK

Eine M-Belegung g ist eine Abbildung von der Menge der L-Variablen
von M: g: {Xx, | n e N} —

Sei a eine Wff, in der ¥ frei vorkommt. Dann qilt:

M, g = vxa gdw fur alle gilt: M, g% = a
M= agdw M, g = a fur jede M-Belegung g.

Da D,#¢ flur jedes Modell (auch fur My) gilt und g auf D, abbildet,
gibt es auch fur My Belegungen. Die Quantoren laufen aber tber Dy,
also gilt: My = vxa und My  3xa, falls a offen.
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PROBLEME MIT INNER UND OUTER
DOMAIN SEMANTIK

Die Inner-Outer-Domain-Losung muss sich immer noch
dem Problem der Nicht-Kompositionalitat stellen.

19.10.2023 Vitus Schafftlein
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